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Abstrakt

Celem niniejszego opracowania jest analiza wtasnosci i dynamiki modelu wzrostu gospodar-
czego z endogeniczng stopg oszczednosci. Punktem wyjscia do rozwazan sg dyskretne wersje
neoklasycznego modelu wzrostu Solowa oraz rozszerzonego modelu Solowa. Okazuje sie, ze
modyfikacja w postaci zmiennych stép oszczednosci zaleznych od parametru o charakterze be-
hawioralnym ma znaczny wptyw na dynamike uktadu, czyniac jg bardziej réznorodng. Pojawiajg
sie rozwigzania okresowe, quasi-okresowe oraz chaos deterministyczny. Prognozowanie w dtu-

gim okresie staje sie mocno ograniczone.

Stowa kluczowe: wzrost gospodarczy, model
Solowa, model Mankiwa-Romera-Weila, bifur-
kacje, chaos deterministyczny, zmienne stopy

Wprowadzenie

Nieliniowe modele wzrostu gospodarcze-
go, szczegdlnie te, ktére wyjasniaja przyczyny
i powstawanie fluktuacji gospodarczych (cy-
kli), to stosowane od lat narzedzie makroeko-
nomiczne. Tematyce tej poswiecone sg pra-
ce: Carsa Hommesa (Hommes 1993, 1995),
Marji Lines i Franka Westerhoffa (Lines 2005,
2009; Westerhoff 2006c), Hansa-Waltera
Lorenza (Lorenz 1987), Roberta Kruszewskiego
(Kruszewski 2006) i wielu innych. Coraz czesciej,
réwniez w polskiej literaturze, pojawia sie po-
glad, ze, w zwigzku z ostatnim kryzysem finan-
sowym, mozemy spodziewad sie jeszcze wiek-
szego zainteresowania modelowaniem uktadow
o ztozonej dynamice (Malaga 2011). Celem ni-
niejszego opracowania jest skonstruowanie mo-
delu wzrostu gospodarczego uwzgledniajgcego
endogeniczng stope oszczednosci, a nastepnie
zbadanie jego dynamiki. Postuzg do tego dys-
kretne wersje neoklasycznego modelu wzrostu
Solowa oraz rozszerzonego modelu Solowa.
Model Solowa stosowany jest jako punkt wyj-
Sciowy do dalszych rozwazan nad wzrostem
gospodarczym. Wsrdd zalet modelu Solowa
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najczesciej wymieniana jest zgodnos¢ z tzw.
faktami stylizowanymi Kaldora (Kaldor 1957),
prostota i mozliwos¢ modyfikacji modelu w taki
sposdb, aby uwzgledniat wptyw interesujacych
nas zagadnien na zachowanie uktadu makroeko-
nomicznego (Telega 2012). Najbardziej znang
modyfikacja modelu Solowa jest opracowany
w 1992 roku przez N. Gregory’ego Mankiwa,
Davida Romera i Davida N. Weila (Mankiw i in.
1992) dwuwymiarowy model uwzgledniajacy
dodatkowy czynnik produkcji w postaci kapita-
tu ludzkiego. Kapitat ludzki definiowany przez S.
Ryszarda Domanskiego (Domanski 1993) jako
,2asOb wiedzy i umiejetnosci, zdrowia, energii
witalnej zawarte

w spoteczenstwie” i od kilku wiekdw stanowi
obiekt zainteresowania ekonomistow?, rowniez
w odniesieniu do analizy polskiej gospodarki

I Wedlug S.R. Domanskiego pierwszym ekonomi-
sta, ktory zwrdcit uwage na kapital zawierajacy sie
w czynniku pracy, byt William Petty (1623-1687).
Zauwazyt on, ze kapital tkwiacy w cztowieku cha-
rakteryzuje si¢ wieloma podobienstwami z kapitalem
trwatym (rzeczowym).
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(Wozniak 2005). Model Mankiwa, Romera
i Weila, zaliczany formalnie do nowej teorii
wzrostu, jest z powodzeniem modyfikowany
i stosowany do wyjasnienia zjawiska konwer-
gencji, zarbwno w wersjach stochastycznych
(Kevin Lee i in. 1997: 357-392), jak i determi-
nistycznych. Modyfikacje dotyczg np. uwzgled-
niania wiedzy technologicznej jako kolejnego
czynnika produkcji (Nonneman, Vanhoudt 1996:
943-953), transferu technologii pomiedzy kra-
jami (Dowrick, Rogers 2002: 369-385), wspot-
zalezno$ci miedzy krajami (Ertur, Koch 2007:
1033-1062), zmiany postaci funkcji produkcji
(Masanjala, Papageorgiou 2004: 171-201).
Tworzone sg rowniez wielowymiarowe modele
(Tokarski 2007).

W opracowaniu przyjeto zatozenie, ze model
Mankiwa-Romera-Weila stanowi solidng pod-
stawe do tworzenia nowych modeli, uwzgled-
niajacych czynniki endogeniczne. Zgodnie

z wynikami uzyskanymi w 2001 roku przez B.S.
Bernanke’a oraz R.S. Gurkaynaka, dtugookreso-
wy wzrost powinien by¢ skorelowany ze zmien-
nymi behawioralnymi, ktére majg wptyw na sto-
pe oszczednosci (Bernanke, Gurkaynak 2001).
W artykule zostanie przeprowadzona szczegoto-
wa analiza modeléw Solowa i Mankiwa-Romera-
Weila po wprowadzeniu modyfikacji w postaci
zmiennych stép oszczednosci zgodnie z propo-
zycjg Richarda H. Daya (Day 1982: 406—414).
Analiza numeryczna zaproponowanych modeli
przeprowadzona bedzie za pomocg programu
iDMC2.

Gtoéwne zatozenia wykorzystanych modeli

Model Solowa

Model Solowa w wersji podstawowej uwzgled-
nia dwa czynniki produkcji: kapitat fizyczny (K)
i efektywny zasob pracy (AL). Populacja oraz po-
step techniczny charakteryzujg sie statg i egzo-
geniczng stopg wzrostu odpowiednion >0, g >
0. Produkcja w tym modelu moze by¢ przezna-
czona na konsumpcje lub akumulacje kapitatu.
Funkcja produkcji Y = F(K, AL) spetnia neokla-
syczne zatozenia: jest rosngca, w tempie male-
jacym, o statych korzysciach skali

i mozna jg przedstawi¢ w postaci intensywne;.
Kapitat amortyzuje sie wedtug stopy & >0,
a cze$¢ dochoddéw przeznaczonych na akumu-
lacje kapitatu wynosi s € (0,1)i jest wielkoscig
statg. Rdwnanie ruchu dla kapitatu przyjmuje
postac:

K, =sY +(1-5)K,

2 IDMC - interactive dynamical model calculator,
M.Lines, A.Medio, www.gitorious.org/idmc

(1)

670

Kapitat w okresie nastepnym jest rowny kapita-
towi z okresu poprzedniego pomniejszonemu
o deprecjacje i powiekszonemu o faktyczne in-
westycje (ktére sg rowne oszczednosciom).
Zaktadam staty, egzogeniczng stope wzrostu (n
> 0) populacji L:

L. =01+n)L, (2)

oraz staty, egzogenicznag stope (g > 0) postepu
technicznego A:

= (1+9)4, @)
Produkt w okresie t, Y., opisany jest dwuczynnl-
kowg funkcja produkql Y =F(K,,AL,) spet-

niajacg neoklasyczne zatozenia i zaleiy od kapi-
tatu K, > (oraz naktadu efektywnej pracy

AL, >0-
Niech:

K
k, =—

AtLt
oznacza kapitat przypadajacy na jednostke efek-
tywnej pracy. Wéwczas

(5)

Y,

1
At Lt

oznacza produkt przypadajacy na jednostke
efektywnej pracy. Korzystajac z zatozenia

o statych korzysciach skali (funkcja produkcji jest
jednorodna stopnia pierwszego):

alj = AtLtf(kz)
Podstawiajgc (2), (3), (4), (5) do réwnania (1),

otrzymujemy réwnanie opisujgce dynamike ka-
pitatu na jednostke efektywnej pracy:
(6)

[f(k)+(1 S)k,]

(4)

Y=

K
Yt :F(Kt’AtLt):AtLtF( .

Tt

+1

(n+ 1)(

Model Mankiwa-Romera-Weila

Model stworzony zostat w 1992 r. przez N.G.
Mankiwa, D. Romera i D.N. Weila (Mankiw i in.
1992:407-437) w celu pokazania, ze neoklasycz-
na teoria wzrostu dobrze wyjasnia réznice w po-
ziomie dochoddéw miedzy krajami oraz zjawisko
konwergencji warunkowej. Model Mankiwa-
Romera-Weila uwzglednia kapitat ludzki, ktory
staje sie kolejnym obok kapitatu fizycznego (K)
i efektywnego zasobu pracy (AL) czynnikiem
produkcji. Podobnie jak w modelu Solowa po-
pulacja oraz postep techniczny charakteryzuja
sie statymi i egzogenicznymi stopami wzrostu,
odpowiednio: n > 0 i g > 0. Produkt w bieza-
cym okresie przeznaczany jest na konsumpcje,
akumulacje kapitatu fizycznego i akumulacje
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kapitatu ludzkiego (H). Trzyczynnikowa funkcja
produkcji F(K,H,AL) spetnia neoklasyczne zato-
zenia. Kapitat fizyczny oraz kapitat ludzki depre-
cjonuja sie wedtug statych stop: &, >0 oraz
oy, >0. Czes$¢ dochoddw przeznaczonych na
akumulacje kapitatu fizycznego oraz kapitatu
ludzkiego wynosi odpowiednio: s, ,s, € (0,1)
, Sg +8, <l.Uwzgledniajac powyzsze zatoze-
nia, réwnania ruchu opisujgce dynamike catko-
witych zasobow kapitatu fizycznego i ludzkiego
w modelu Mankiwa-Romera-Weila przyjmuja
postac:

K, =sY+1-5)K, (7
Ht+1:SHYt+(1_5H)Ht (8)

Tak jak w modelu Solowa, populacja L wzrasta
w statym tempie n (2), a postep techniczny

w statym tempie g (3).

Niech:

- K’ ' h = Ht ’ y, = Yt
t [ t
4L, AtLt Ath
Ponownie korzystajgc z zatozenia o statych ko-
rzysciach skali, otrzymujemy:

K
Yr :F(Ker:ArLz):ArLzF(At>ALIIJ=A1L1(/7(kz>ht)

Wodwczas réwnania ruchu opisujgce dynamike
kapitatu fizycznego i ludzkiego przypadajgce na
jednostke efektywnej pracy przyjmujg postaé:
, (9)
1

o~ =m[sl<¢(kmht)+(1—5,< )k,

O

L[5,k h)+ (=5, ]

hy=——""—
(n+1)(g+1)

Zmienne stopy oszczednosci

Zaréwno model Solowa, jak i model Mankiwa-
Romera-Weila charakteryzujg sie egzoge-
nicznymi, statymi  stopami  oszczednosci.
W konstruowanych modelach ograniczenia
te zostang usuniete. Stopy oszczednosci bedg
zmienne w czasie i endogeniczne. Powyzszy po-
stulat zostanie zrealizowany poprzez adaptacje
propozycji R.H. Daya (Day 1982: 406—414) wig-
z3cej stope oszczednosci z dochodem, posiada-
nym majatkiem i realng stopg procentowa. Dla
modelu Solowa oszczednosci sg teraz opisane
réwnaniem:

, (1)
sy, = a(l—éjkt

r

671

gdzie:a >0, b e (0,r), r oznacza realng stope
procentowq: df (k) »aibto parametry,
r=—-=

dk

ktére majg charakter behawioralny i obrazuja
zachowanie konsumenta w stosunku do realnej
stopy procentowej (usrednione wielkosci dla ca-
tej populacji).

Implementujac powyzsze zatozenie w modelu
Mankiwa-Romera-Weila, otrzymujemy:

b ,(12)
SxV: = dg 1-—+ kt

Iy

p Y A13)

Spy, =ay|1-="=h,
Iy

adzie: 4% >0, b,e(0,r,) by, e(O,rH)’
v, 'y —realne stopy procentowe:

~ ago(k’h) , L 8¢(k, h) , rowne kranco-
e " on
wej produktywnosci kazdego typu kapitatu,
ay,a,,b.,b, — parametry o charakterze be-
hawioralnym obrazujgce zachowanie konsu-
menta w stosunku do realnych stép procento-
wych (usrednione wielkosci dla catej populacji).
Bez straty ogdlnosci w dalszej czesci opraco-
wania zatozono, ze stopy deprecjacji kapitatu
fizycznego i ludzkiego w modelu Mankiwa-
Romera-Weila sg rowne. Uprosci to stro-
ne algebraiczng przeksztatcen. Podobnie:
agy =a, oraz b, =b,. W dalszych roz-
wazaniach przyjeto funkcje produkcji typu
Cobba-Douglasa. Wowczas:  f(k) =k’ oraz
o(k,h)=k“h", gdzie 0<y <1, O<a<l,
O0<p<l,a+p<l.
Po modyfikacji, czyli wprowadzeniu zmiennych
stép oszczednosci zgodnie z: (11), (12), (13),
oszczednos$ci w obu analizowanych modelach
bedg zalezne od dochodu i beda rosty wraz ze
wzrostem realnej stopy procentowe;.
Model Solowa ze zmienng stop3 oszczednosci
Po uwzglednieniu zmiennej stopy oszczednosci
zgodnie z (11) rownanie opisujgce dynamike ka-
pitatu na jednostke efektywnej pracy przyjmuje
postac:

1

_ =17 1=y

b = e T L0 b7 R Tk + (10 ]
(14)

Pierwszym elementem analizy zmodyfikowane-

go modelu Solowa bedzie wyznaczenie réwno-

wagi (stanu stacjonarnego). Rownowaga jest

punktem statym réwnania (14)

i spetnia warunek: k,,, =k, =k *.
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Twierdzenie 1.

Model Solowa z endogeniczng stopg oszczedno-
$ci opisany réwnaniem (14) posiada jedno poto-
zenie rownowagi:

L, ks, (15)
k* = 91—77,1—7
gdzie:
0— I+a-0-(n+1)(g+1) -

ab

Dowdd:
punkt staty réwnania (14) spetnia warunek:
k., =k, =k*, zatem:

L S T R A Ay A _ >,:(16)
TDGED [a(1=by™ (k%) 7 ) *+(1- )k * |
Powyisze po przeksztatceniach przyjmuje

postac:
}/_l(k*)l_y _ 1+a—5—(n+1)(g+l) .

ab

Po oznaczeniu prawej strony réwnania przez 6
otrzymujemy rozwigzanie réwnania (16):
1 1

k*=9g7§’

gdzie:

0 l+a-0—-(n+1)(g+1) -
ab

Kolejnym etapem analizy zaproponowane-
go modelu jest wyznaczenie warunkdéw, przy
ktérych wyznaczona réwnowaga jest lokalnie
asymptotycznie stabilna.

Twierdzenie 2.
Réwnowaga (16) jest lokalnie asymptotycznie
stabilna, gdy parametr a spetnia nieréwnosé:

(n+l)(g+l)—l+5<a<}/_?(n+1)(g+1)—1+5 17)

y—

Dowdd:

s a1 = by 'k i+ (1- 5)k]
(k) (n+1§g+1)( y )k +(1-0)

oznacza prawa strone rownania (14).
Punkt staty réwnania (14) jest asymptotycznie
stabilny, gdy :

-1<d'(k*) <1, (18)
gdzie:
(k%) = a+1-0—-(2—-y)abl .

(n+1)(g+1)
Zatem warunek lokalnej asymptotycznej stabil-

nosci przyjmuje postac:

a+1-0—-(2-y)abl <1’
(n+1)(g+1)

ktéra po podstawieniu:

672

_1+a-06-(n+1)(g+1)
ab

jest rwnowazna:
—1<(a+1_5)(7_1)+2—;/<1 '
(n+1)(g+1)

Proste przeksztatcenia algebraiczne prowadza
do zaleznosci:

0

Y23 (e (g +)—146"
y—1

Przyktadowo, dla: ¥ =0,59; n=0,001;
0 =0,05; g=0,05; b=0,3 obszar lokalnej asymp-
totycznej stabilnosci ze wzgledu na parametr
a ogranicza sie do przedziatu (0,1;5,23).
Przekraczanie obszaru lokalnej asymptotycznej
stabilnosci wigze sie z wystepowaniem zjawiska
bifurkacji, ktére polega na jako$ciowej zmianie
wiasnosci modelu matematycznego uktadu dy-
namicznego przy drobnej zmianie jego para-
metrow (np. warunkéw poczgtkowych procesu
albo warunkéw brzegowych). W dynamice bi-
furkacja (tac. rozdwojeniem) nazywa sie zmia-
ne liczby rozwigzan réwnania rdzniczkowego
lub réznicowego przy zmianie parametru tego
réwnania. Przed przystgpieniem do analizy sce-
nariusza utraty stabilnosci i lokalnych bifurkacji
przedstawione bedg podstawowe pojecia z teo-
rii bifurkacji (Medio, Lines 2001).

Dla jednoparametrowej rodziny dyskretnych
uktadédw dynamicznych stabilne potozenie réw-
nowagi traci stabilno$é¢ w wyniku bifurkacji po-
dwojenia okresu, gdy przy zmianie parametru
bifurkacyjnego jedna z rzeczywistych warto-
$ci wtasnych macierzy linearyzacji, zmniejsza-
jac swojg wielkos$¢, przekracza -1, podczas gdy
pozostate wartoSci wiasne s3 co do modutu
mniejsze od jedynki. Skutkiem tej bifurkacji jest
powstanie orbity okresowej o okresie 2, ktdra
moze by¢ stabilna lub niestabilna. W wyniku
nastepujgcych

po sobie bifurkacji podwojenia okresu mogg po-
wstawac orbity o okresie 4,8,16,..., a takze moze
wystgpic zjawisko chaosu deterministycznego.
Badanie dfugotrwatych zachowan modelu uta-
twia analiza numeryczna. Za pomocg diagra-
mow bifurkacyjnych przeanalizowaé mozna
wptyw zmian parametru a na dynamike modelu.
Rysunek 1 przedstawia diagram bifurkacyjny ze
wzgledu na parametr a dla y =0,59; n=0,001;
0 =0,05;9=0,05; b=0,3 wraz z odpowiadaja-
cym mu wykfadnikiem Lapunowa.

Model Solowa ze zmienng, endogeniczng stopg
oszczednosci charakteryzuje sie ztozong dyna-
mikg dla wartosci parametru a przekraczajgcych
maksymalng wartos¢ z przedziatu wyznaczonego

(n+)(g+D)—-1+d<a<



Matgorzata Kamieniecka | Dynamika modelu Solowa i modelu Mankiwa-Romera-Weila z endogenicznymi stopami oszczednosci

Rys.1. Diagram bifurkacyjny i odpowiadajacy mu wyktadnik Lapunowa dla parametru g < (5;7,4) .

1

] . -
50 51 &2 53 54 55 58 57 58 88

60 61 62 83 04 05 68 67 68 68 70 71 T2 73 T4

Zrédto: opracowanie wiasne.

nierownoscig (17). Poczatkowo kapitat zbiega
do réwnowagi stacjonarnej k*. W miare wzro-
stu parametru a rownowaga ta traci stabilnos¢
i trajektoria staje sie okresowa. Im wieksza war-
tos¢ parametru a, tym wiekszy okres i amplitu-
da oscylacji. Ostatecznie obserwujemy zjawisko
chaosu deterministycznego (dodatni wyktadnik
Lapunowa), przy czym obszary chaotyczne po-
przedzielane sg oknami stabilnych orbit (cykli)
o niskim okresie, ktére mozna zinterpretowad
jako matematyczne modele potencjalnych cykli
gospodarczych (rys. 1). Prognozowanie w tym
modelu jest ograniczone i zalezy od wartosci
wyktadnika Lapunowa. Im wiekszy dodatni wy-
ktadnik Lapunowa, tym krdétszy czas, w ktorym
mozemy przewidzie¢ warto$¢ modelowanej
zmiennej.

W dalszej czesci opracowania uwzglednione
zostang zmienne stopy oszczednosci w modelu
Mankiwa-Romera-Weila, a nastepnie zbadana
bedzie dynamika tak skonstruowanego, dwuwy-
miarowego modelu wzrostu gospodarczego.

Model Mankiwa-Romera-Weila
ze zmienng stopq oszczednosci

Po wprowadzeniu zmiennych stép oszczed-
nosci zgodnie z (12) i (13) réwnania opisujgce
ewolucje w czasie kapitatu fizycznego oraz ka-
pitatu ludzkiego na jednostke efektywnej pracy

673

przyjmujg postac:

L i iay s _ , (19)
k,+l—(n+1)(g+l)[a(l ba k7 Yk, + (1= Ok, |

1 (20)

h, =—————a(-b87"k“h"" Y +(1-5)h
= e e b A+ (=60 ]
Twierdzenie 3.
Zmodyfikowany model Mankiwa-Romera-Weila
opisany rownaniami (19) i (20) posiada doktad-
nie jeden punkt staty (k*, h*), taki ze:

! - F_, k*>0, (21)
k* — gl—a—ﬁal—a—ﬁﬁl—a—ﬁ

! o e, h*>0, (22)
h* — Hl—a—ﬂal—a—ﬂﬂl—a—ﬂ
gdzie:
0= l+a-0—-(n+1)(g+1)

ab '

Dowdd:

punkt staty (k*, h*) uktadu réwnan (19), (20)
spetnia warunki:

km :kt — | * oraz hm — ht = j *. Zatem:

1 “Lepswyl-a  pwy- * *
k*=m[¢z(l—ba (k) (Y Pk (1= )k * ] (23)
e [a(l=bf~" (k%) (W) ) *+(1-5)h* (24)

(n+)(g+1)
Uktad rownan (23), (24) jest rownowazny
uktadowi:
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a+1-8—(2-y)abd

(n+1)(g+1)
U paenea qanlop _ AT1=0—(2—y)abl .
ARG (n+1)(g+1)

Oznaczenie prawe] strony obu réwnan przez
i przyrownanie lewych stron prowadzi do
zaleznosci:

h*zﬁk*r

o
po uwzglednieniu ktdrej dostajemy rozwigzanie
uktadu (23), (24)
W postaci:
1 a la (25)
h* — el—a—ﬂal—a—ﬂﬂl—a—ﬂ

gdzie:
y_atl=6-(2—y)abo.

(n+1)(g+1)

Kolejnym etapem analizy jest wyznaczenie ob-
szaru zmiennosci parametréow modelu,

przy ktérych rownowaga jest lokalnie asympto-
tycznie stabilna. Do tego celu postuzy macierz
linearyzacji, ktdra dla uktadu (19), (20) w otocze-
niu rownowagi stacjonarnej przyjmuje postac:

o (k%) () =

a+1-6—-(2-a)abb abOo , (26)
J(k* %) = (n+D(g+1) (n+1D(g+1)
ab6p a+1-6—-(2-p)abl

(n+1)(g+1) (n+1)(g+1)
gdzie:

2(a+1-06)—abb(4—a -
i (o ey < 2@ 1= 9) ~ab0(d—a - )]

(n+1)(g+1)

oraz:

a+1—57(2—a)ab@][a+17§—(27ﬂ)ab9]—aﬂazb292 .
(n+1)*(g+1)

Réwnowaga bedzie lokalnie asymptotycznie sta-

bilna, gdy wszystkie wartosci wtasne macierzy

Jacobiego beda co do modutu mniejsze od jed-

nosci. Wymaganie to (Medio, Lines 2001) jest

réwnowazne warunkom:

det J (k*, %) = [

1+trJ +detJ >0
1—-trJ +detJ >0
1—detJ>0,

ktére, dla rGwnowagi (25), przyjmujg postac:
Ze wzgledu na skomplikowang strukture

1_l_[Z(a+1—5)—abc9(4—05—ﬂ)]_l_ [a+1—5—(2—a)ab€][a+1—5—(2—ﬂ)ab9]—aﬁa2b292 S

algebraiczng powyzszych nieréwnosci przepro-
wadzona zostanie analiza numeryczna, ktéra
wykaze istnienie kombinacji parametréw, przy
ktérych rownowaga jest lokalnie asymptotycz-
nie stabilna. Przyktadowo,

dla ustalonych wartosci parametréw modelu:
a=0,31; f=0,28,n=0,001; 6 =0,05;g=
0,05; b = 0,3 uktad nieréwnosci jest spetniony,
gdy a € (0,101;2,205) .

Stwierdzenie:

przy ustalonejwartos$ci parametru bistnieje prze-
dziat zmiennosci parametru @ € (@5, ),
dla ktérego réwnowaga jest lokalnie asympto-
tycznie stabilna, przy czym a . jest dodatnie

i bliskie zeru.

Poréwnanie z analogicznym obszarem stabilno-
$ci wyznaczonym dla modelu Solowa wskazuje,
ze wprowadzenie kapitatu ludzkiego do mode-
lu Solowa ogranicza zakres lokalnej asympto-
tycznej stabilnosci ze wzgledu na parametr a.
Przekroczenie granicy obszaru wyznaczonego
przez warunki: (27), (28), (29) prowadzi do utra-
ty stabilnos$ci i moze wigzac sie z wystepowa-
niem réznych typéw bifurkacji. W przypadku
uktadu (19), (20) utrata stabilnosci w obszarze,
gdzie a <a,, jest zwigzana z niskim pozio-
mem oszczednosci

i, co za tym idzie, konsumpcjg zgromadzonego
kapitatu. Odmiennie wyglada sytuacja

w punkcie a =a_,, .

Jezeli:

1+t +detJ =0

oraz spetnione sg jednoczesnie warunki:
<] <0i—-1<detJ <1,

to mamy do czynienia z bifurkacjg podwojenia
okresu (Medio, Lines 2001).

W przytoczonym przyktadzie taka sytuacja ma
miejsce dla a_, = 2,205, zatem w tym punk-
cie mozna spodziewac sie utraty stabilnosci na
skutek bifurkacji podwojenia okresu. Analiza nu-
meryczna potwierdza przewidywania. Rysunki 2
i 3 przedstawiajg diagramy bifurkacyjne dla ka-
pitatéw: fizycznego (k), ludzkiego (h) na jednost-
ke efektywnej pracy oraz odnowiadajace im wy-
ktadniki Lapunowa dla @ =0,31; #=0,28,n
=0,001; 6 =0,05;g=0,05; b=0,3. Wzrost sto-
py oszczednosci poprzez parametr a prowadzi

(27)
(n+1)(g+1) (n+1)* (g +1)’ 0,
1_[2(a+1—(3)—ab9(4—a—ﬂ)]+[a+1—5—(2—a)ab9][a+1—5—(2—ﬁ)ab9]—aﬂa2b292 0 (28)
(n+1)(g+1) (n+1)*(g+1)’ ’
(29)

|_la+1-6-Q-aabb)[a+1-6-(2- prabb]-apa’s’e’

0

(n+1)2(g+1)2
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Rys. 2. Diagram bifurkacyjny dla k i odpowiadajgcy mu wyktadnik Lapunowa dla parametru d € (2, 175;2, 57)-
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Rys. 3. Diagram bifurkacyjny dla h i odpowiadajacy mu wyktadnik Lapunowa dla parametru @ € (2,175; 2, 57).
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Rys. 4. Diagramy bifurkacyjne dla k i h. Parametr g € (2,542;2,546) Pozostate wartosci parametréow:
o =0,31; ﬂ =0,28; b=0,3; n=0,001; S =0,05; g = 0,05.

Zrédto: opracowanie wlasne.
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Ostatecznie model wykazuje zachowania cha-
otyczne, ktérym odpowiada dodatni wyktadnik
Lapunowa. Ogranicza to mozliwos¢ progno-
zowania w dfugim okresie, gdyz maksymalny
horyzont czasowy prognozy jest proporcjonal-
ny do odwrotnosci najwiekszego wykfadnika
Lapunowa. Obszary chaotyczne, tak jak w po-
przednim modelu, przedzielone sg oknami sta-
bilnych orbit okresowych (matematyczne mo-
dele potencjalnych cykli gospodarczych) (rys. 4).

Zakonczenie

W pracy zaprezentowane zostaty zmodyfiko-
wane modele: Solowa oraz Mankiwa-Romera-
Weila. Modyfikacja polegata na wprowadzeniu
zmiennej stopy oszczednosci o charakterze en-
dogenicznym, zgodnie z propozycjg R.H. Daya
(11). Przeprowadzona analiza wykazata, ze za-
réwno uktad jedno-, jak i dwuwymiarowy cha-
rakteryzujg sie ztozong dynamika, a stopien jej
ztozonosci zalezy od parametru obrazujgcego za-
chowanie konsumenta w stosunku do realnych
stép procentowych. W obu przypadkach uktad
traci stabilnos¢ na skutek bifurkacji podwojenia

25488

25480
a

676

25485 25470 25475 25480 25485 25400 25495

okresu. Ujawniajg sie zachowania cykliczne, qu-
asi-okresowe oraz chaotyczne. Pojawienie sie
zjawiska chaosu deterministycznego powoduje,
ze horyzont czasowy dla mozliwosci prognozo-
wania ogranicza sie do tzw. charakterystycznego
czasu Lapunowa. Pomiedzy obszarami chaotycz-
nymi pojawiajg sie okna stabilnosci o niskim
okresie. W przypadku modelu z kapitatem ludz-
kim pojawia sie ponadto bifurkacja Neimarka-
Sackera z charakterystycznymi, quasi-okresowy-
mi rozwigzaniami. Przeprowadzona analiza nie
wyczerpuje tematu, ale unaocznia, ze zatozenie
0 zmiennosci stop oszczednosci wptywa zna-
czaco na dynamike obu typow kapitatu oraz ze
w zaproponowanych modelach mozliwa i celo-
wa jest analiza dynamiki rowniez poza obszarem
lokalnej asymptotycznej stabilnosci. Ponadto
okazuje sie, ze rozszerzenie modelu Solowa
o kapitat ludzki znacznie ogranicza obszar stabil-
nosci rbwnowagi stacjonarnej. Zaproponowane
modele eksponujg zmienne stopy oszczednosci
jako potencjalny czynnik pojawiania sie okreso-
wych wahan kapitatu i tym samym moga stano-
wi¢ pomost tgczgcy teorie wzrostu z teorig cyklu
koniunkturalnego.
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Dynamics of the Solow and Mankiw-Romer-Weil model with endogenous savings rates

Abstract

The purpose of the study is to analyze the properties and dynamics of economic growth model
with endogenous savings rates. Considerations are based on discrete versions of the neoclassi-
cal Solow growth model and on the extended Solow model. Variable savings rates that depend
on behavioral parameters are introduced. It turns out that this modification significantly diver-
sifies the dynamics of the system. There are periodical and quasi-periodical solutions as well as
deterministic chaos. Therefore, long run forecasting is limited.

Keywords: economic growth, Solow model, Mankiw-Romer-Weil model, bifurcation, deterministic cha-
os, variable savings rates, Lyapunov exponent, equilibrium conditions.



